La fonction F 


1) Definition. 

Soit x G R. On pose F(x) = 


t x e t dt. La fonction f : 1 1 — > t x e * est continue et positive sur ]0,+oo[. 


Etude en +oo. D’apres un theoreme de croissances comparees, t 2 x t x 1 e 1 — > 0 et done t x 'e 1 = o ( — r ) . On 

t-)+oo t-»+0O V t 2 

en deduit que la fonction f est integrable sur un voisinage de +oo. 


Etude en 0. f e ~ t x et done la fonction f est integrable sur un voisinage de 0 si et seulement si x — 1 > — 1 

t— > +oo 

ce qui equivaut a x > 0. 

Finalement, y(x) existe si et seulement si x > 0. 


Vx > 0, F(x) = 


e-’e- 1 dt. 


2) Relation fonctionnelle. 

Soit x > 0. Soient a et A deux reels tels que 0 < a < A. Les deux fonctions 1 1 — > t x et t i — x — e _t sont de classe C 1 sur le 
segment [a, A]. On peut done effectuer une integration par parties et on obtient 


t x e 1 dt= [— t x e *]*+: 


t x_1 e 1 dt = — A x e~ A + a x e~ a + x 


t x_1 e * dt 


Puisque x > 0 et done x + 1 >0, quand a tend vers 0 et A tend vers +oo, on obtient F(x + 1 ) = xF(x). 

Vx > 0, T(x + 1 ) = xr(x). 


3) Quelques valeurs. 

• En particulier, pour tout entier naturel n. ^ 2, F(n) = (n — l)F(n— 1). De plus, F(l) = 
Par recurrence, on obtient alors 

VneN*, F(n) = (n-1)!. 


+oo 


-dt=[-e-]r =1. 


Calculons aussi F . On pose u = Vt et done t = u 2 et dt = 2u du et on obtient 

e~ u du = \/n (integrate de Gauss). 


■+°o e -t 

o Vt 


dt = 


+oo — U 


2udu = 2 


= v Ti- 


La relation fonctionnelle du 2) permet encore d’ecrire : Vn G N*, F I n + — ) = n — — ) F I n — — ) e t done pour n G N 


1 


r n 


2n-l 2n — 3 1 „ 

— - — x — - — x ... x - x F 

2 2 2 


1 (2n) x [2n -I)x...x3x2 [2n)\y/n 

2 n (2n) x (2n — 2) x . . . x 2 71 2 2n u! 


ce qui reste vrai quand u = 0. 


VnGN, rln+L = 


(2n)!y / 7t 

2 2n n! 


i — ) t x 1 e t 


4) Continuite. Soit a et A deux reels tels que 0 < a < A. Soit CD : [a, A] x]0, +oo[ 

(x,t) 

• Pour chaque x G [a, A], la fonction 1 1 — > CD(x, t) est continue par morceaux sur ]0, +oo[, 

• pour chaque t G] 0, +oo[, la fonction xh CD(x, t) est continue sur [a, A], 

• Soit (x, t) G [a, A] x]0, +oo[. Si 0 < t ^ 1 , alors |t x_1 e _t | = t x_1 e ^ t a_1 e _t et si t V 1 , |t x_1 e _t | ^ t A_1 e —t . On en 
deduit que 


V(x,t) G [a, A]x]0, +oo[, |cD(x, t)| ^ t a 1 e t + t A 'e 1 = q? 0 (t) . 
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D’apres le 1), la fonction cpo est continue par morceaux et integrable sur ]0,+oo[ en tant que somme de deux fonctions 
continues par morceaux et integrables sur ]0, +oo[. 

D’apres le theoreme de continuite des integrates a parametres, la fonction F est continue sur [a, A]. Ceci etant vrai pour 
tous reels a et A tels que 0 < a < A, on a rnontre que 

La fonction T est continue sur ]0,+oo[. 


5) Derivation. 

a) Derivee premiere. On reprend les notations de 4). 

• Pour chaque x de [a, A], la fonction t >— » ® (x, t) est continue par morceaux et integrable sur ]0, +oo[. 

• La fonction 4> admet sur [a, A] x]0, +oo[ une derivee partielle par rapport a sa premiere variable x definie par 

V(x, t) G [a, A]x]0,+oo[, - (x, t) = (lnt)t x_1 e _t . 


De plus, 

- pour chaque x de [a, A] , la fonction 1 1 


30 

3x 

30 


x, t) est continue par morceaux sur ] 0, +oo[, 


< (lnt)(t a ~' +t A - 1 )e- t = cp 1 (t). 


- pour chaque t G]0, +oo[, la fonction x i— » (x, t) est continue sur [a, A], 

3x 
30 

- pour chaque (x, t) G [a, A] x]0, +oo[, — — (x, t) 

3x 

Verifions alors l’integrabilite de la fonction cpi sur ]0, +oo[. Pour cela, pour a > 0 donne, verifions l’integrabilite de 
la fonction 1 1 — > (lnt)t a_1 e _t sur ]0, +oo[. Cette fonction est 

* continue par morceaux sur ]0,+oo[, 

* negligeable en +oo devant — d’apres un theoreme de croissances comparees, 

oc 

* negligeable en 0 devant t~ 1 + T avec — 1 + — > — 1 car t 1_J r x (lnt)t“ _1 e _t - t a/2 (lnt) — > 0 d’apres un 

2 t— >o t — )0 

theoreme de croissances comparees. 


On en deduit que la fonction 1 1 — > (lnt)t“ 1 e t est integrable sur ]0, +oo[ et il en est de meme de la fonction cpi . 

D’apres le theoreme de derivation des integrates a parametres (theoreme de Leibniz), la fonction F est de classe C 1 sur 
[a, A] et sa derivee s’obtient par derivation sous le signe somme. Ceci etant vrai pour tous reels a et A tels que 0 < a < A, 
on a rnontre que 


La fonction F est de classe C sur ]0,+oo[ et Vx > 0, F'(x) 


p+OO 


x = 


(lnt)t x 


dt. 


b) Derivees successives. 

• Pour chaque x de [a, A], la fonction t > 0(x, t) est continue par morceaux et integrable sur ]0, +oo[. 

• La fonction 4> admet sur [a, A] x]0, +oo[ des derivees partielles a tout ordre par rapport a sa premiere variable x definies 
par 


Vk G N*, V(x, t) G [a, A]x]0,+oo[, 


3 k ® 

3x k 


(x, t) = (lnt) k t x_1 e _t . 


De plus, pour chaque k G N*, 

- pour chaque x de [a, A], la fonction t 

- pour chaque t G]0, +oo[, la fonction x 

- pour chaque (x, t) G [a, A] x]0, +oo[, 


3 k O 

3x k 

3 k O 


x, t) est continue par morceaux sur ]0, +oo[, 


3x k 


(x, t) est continue sur [a, A], 


3 k O 


3x k 


x,t) 


< (lnt)(t a_1 +t A - 1 )e- t = cp 1 (t). 


Enfin, les fonctions cpt, k G N*, sont integrables sur ]0, +oo[ pour les memes raisons que la fonction cpi . 

D’apres une generalisation du theoreme de derivation des integrates a parametres, la fonction F est de classe C°° sur [a, A] 
et ses derivees successives s’obtiennent par derivation sous le signe somme. Ceci etant vrai pour tous reels a et A tels que 
0 < a < A, on a rnontre que 


La fonction F est de classe C°° sur ]0, +oo[ et Vk G N*, Vx > 0, F* k * (x) 


»+oo 

(In t) k t x 1 e _t 


Jo 


dt. 


6) Convexite. 

D’apres 5), la fonction T est deux fois derivable sur ]0,+oo[ et Vx > 0, F"(x) = 
d’une fonction continue positive et non nulle). 


*+oo 

0 


(lnt^-’e- 1 


dt > 0 (integrable 
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Done 


La fonction F est strictement convexe sur ]0, +oo[. 


7) Variations. 

Puisque la fonction Y" est strictement positive sur ]0, +oo[, la fonction T' est strictement croissante sur ]0, +oo[. De plus, 

- la fonction F est continue sur [1,2], 

- la fonction F est derivable sur ]1 , 2[, 

- F(l) = T(2) = 1, 

et le tlieoreme de Rolle permet d’aflirmer qu’il existe xo g]1 , 2[ tel que F'(xo) = 0. Puisque la fonction T' est strictement 
croissante sur ]0, +oo[, la fonction T' est strictement negative sur ]0, xo[ et strictement positive sur ]xo, +oo[. On a montre 
que 


3xq g]1,2[/ la fonction F est strictement decroissante sur ]0,xq] et strictement croissante sur [xq,+oo[. 


8) Etude en +oo. 

Puisque la fonction V est croissante sur 52, +oo[, pour x ^ 3, T(x) = (x — 1 )T(x — 1 ) ^ (x — 1 ) T(2) = x — 1 et on en deduit 
que lim F(x] = +oo. 

x— > +oo 


De plus, pour x > 1 


r (x) x — i 

= F(x — 1 ) —> +oo. On en deduit que la courbe representative de la fonction F admet 

XX x-> +oo 


en +oo une branche parabolique de direction (Op). 


lim T(x) = +oo et 

x — > +oo 


lim 


x— ) +oo 


r(x) 

X 


= +oo. 


9) Etude en 0. 

Pour x>0, xT(x) =F(x+l) F(1 ) = 1 par continuite de la fonction F en 1 . Done 

x— >0 

lim F(x) =0 et de plus F(x) ~ — . 

x-»0+ x-»0+ X 

10) Graphe. 
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